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Zadanie 35. Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie dwie liczby
ze zbioru {1,2,3,...,12,13}. Oblicz prawdopodobienistwo warunkowe, ze wéréd wylo-
sowanych liczb bedzie liczba 8, pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie
nieparzysta.

Przypomnijmy najpierw definicje prawdopodobienstwa warunkowego. Przypus$émy, ze
w przestrzeni zdarzen elementarnych (2 mamy dane dwa zdarzenia A i B. Prawdopo-
dobienstwo warunkowe, ze zajdzie zdarzenie A pod warunkiem, ze zajdzie zdarzenie B,
jest rowne
P(ANB)

P(B)

Przypusémy nastepnie, ze tak jak w zadaniu 35, mamy do czynienia z klasyczna definicja,
prawdopodobienstwa. Wéowczas

P(A|B) =

|AN B| |B|
P(ANB) = oraz P(B) = —.
Q| €|
Zatem 4B
_ o[ _ |[AnB|
P(A|B) = % =5

W takim przypadku bedziemy zatem korzystaé¢ ze wzoru:

ANB
P(A|B) = 5] §

W rozwiazaniu tego zadania i kilku podobnych bedziemy korzysta¢ z podstawowych re-
gut kombinatorycznych: reguty mnozenia i reguty dodawania. Bedziemy takze korzystaé
ze wspotczynnikow dwumianowych. Przypomnijmy zatem trzy wzory:

[)-r () e ())-repon

Po tym wstepie przejdziemy do rozwiazania zadania 35.

Rozwigzanie. Zdarzeniami elementarnymi sg dwuelementowe podzbiory zbioru
X ={1,2,3,...,12,13}.

Jeszcze raz zauwazmy, ze nie musimy oblicza¢ liczby zdarzen elementarnych. Teraz
w zbiorze () zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:

e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba 8,

e zdarzenie B sktada si¢ z tych dwuelementowych podzbioréw Z zbioru X, ktérych
elementy daja w sumie liczbe nieparzysta.

Inaczej méwiac:
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e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw zbioru X postaci {8, 2},
gdzie x € X oraz = # 8,

e zdarzenie B sklada sie¢ z tych dwuelementowych podzbioréw {z,y} zbioru X, dla
ktorych suma x + y jest liczba nieparzysta.

Musimy obliczy¢ |A N B| oraz |B|. Zacznijmy od |B|. Jedli suma dwdch liczb jest nie-
parzysta, to jedna z tych liczb jest parzysta, a druga nieparzysta. Liczbe parzysta ze
zbioru X mozemy wybraé¢ na 6 sposobéw (bo w zbiorze X jest 6 liczb parzystych: 2, 4,
6, 8, 10 i 12). Liczbe nieparzysta mozemy wybraé¢ na 7 sposobéw (bo w zbiorze X jest
7 liczb nieparzystych: 1, 3, 5, 7, 9, 11 i 13). Mamy zatem 6 - 7 = 42 sposoby wybrania
dwdch liczb, ktérych suma jest liczba nieparzysta. To znaczy, ze |B| = 42.
Teraz obliczamy |A N B|. Musimy policzy¢ takie zbiory dwuelementowe postaci {8, z}
(gdzie x # 8), dla ktorych liczba 8 + x jest nieparzysta. A wiec liczba x ma by¢ niepa-
rzysta. Mamy 7 takich liczb w zbiorze X. Zatem |A N B| = 7. Stad wynika, ze

IAnNB| 7 1

To koniczy rozwiazanie zadania.

W podobny sposéb rozwiazujemy warianty zadania 35, rézniace si¢ od niego liczba ele-
mentow zbioru, z ktérego losujemy pary liczb, liczba, ktéra ma sie znajdowaé wsrod
wylosowanych liczb oraz parzystoscig sumy. Okaze sie, z¢ otrzymane prawdopodobien-
stwa warunkowe moga by¢ rézne. Rozwiazmy zatem takie zadania.

Zadanie 35a. Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie dwie
liczby ze zbioru {1,2,3,...,12,13}. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wérdd
wylosowanych liczb bedzie liczba 7, pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie
nieparzysta.

Rozwigzanie. Zdarzeniami elementarnymi sa dwuelementowe podzbiory zbioru
X ={1,2,3,...,12,13}.

W zbiorze 2 zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:

e zdarzenie A sktada sie z tych dwuelementowych podzbioréw Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba 7,

e zdarzenie B sktada sie z tych dwuelementowych podzbioréw Z zbioru X, ktérych
elementy daja w sumie liczbe nieparzysta.
Inaczej moéwiac:
e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw zbioru X postaci {7, z},
gdzie x € X oraz x # 7,
e zdarzenie B sklada si¢ z tych dwuelementowych podzbioréw {z,y} zbioru X, dla
ktorych suma x + y jest liczba nieparzysta.

Musimy obliczy¢ |A N B| oraz |B|. Dokladnie tak jak w zadaniu 35 mamy |B| = 42.
Réznica bedzie w liczbie elementéw zbioru |A N B|. Musimy policzy¢ takie zbiory dwu-
elementowe postaci {7,z} (gdzie = # 7), dla ktérych liczba 7 + x jest nieparzysta.
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A wiec liczba x tym razem ma by¢ parzysta. Mamy 6 takich liczb w zbiorze X. Zatem
|AN B| = 6. Stad wynika, ze

ANB 6 1
P(A|B) =] 5 ‘:E:-.

To konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 35b. Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie dwie
liczby ze zbioru {1,2,3,...,12}. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wsréd wy-
losowanych liczb bedzie liczba 8, pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie
nieparzysta.

Rozwigzanie. Zdarzeniami elementarnymi sa dwuelementowe podzbiory zbioru
X ={1,2,3,...,12}.

W zbiorze 2 zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:

e zdarzenie A sktada sie z tych dwuelementowych podzbioréw Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba 8,

e zdarzenie B sklada si¢ z tych dwuelementowych podzbioréw Z zbioru X, ktérych
elementy daja w sumie liczbe nieparzysta.
Inaczej méwiac:
e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw zbioru X postaci {8, z},
gdzie x € X oraz x # 8,

e zdarzenie B sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw {z,y} zbioru X, dla
ktorych suma x + y jest liczba nieparzysta.

Musimy obliczy¢ |A N B| oraz |B|. Tym razem |B| = 36. Mianowicie suma dwdch liczb
jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z nich jest parzysta i druga jest niepa-
rzysta. Liczbe parzysta mozemy wybrac ze zbioru X na 6 sposobow, liczbe nieparzysta
takze na 6 sposobéw. Z reguly mnozenia wynika wiec, ze |B| = 6 - 6 = 36.

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy policzy¢ takie zbiory dwuelementowe postaci {8, x}
(gdzie = # 8), dla ktérych liczba 8 + x jest nieparzysta. A wiec liczba x ma byé niepa-
rzysta. Mamy 6 takich liczb w zbiorze X. Zatem |A N B| = 6. Stad wynika, ze

_AnB| _ 6 1
B 36 '

P(A|B) -

To konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 35c. Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie dwie
liczby ze zbioru {1,2,3,...,12}. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wsréd wy-
losowanych liczb bedzie liczba 7, pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie
nieparzysta.

Rozwigzanie. Zdarzeniami elementarnymi sg dwuelementowe podzbiory zbioru

X =1{1,2,3,...,12}.
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W zbiorze (2 zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:

e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba 7,

e zdarzenie B sklada si¢ z tych dwuelementowych podzbioréw Z zbioru X, ktérych
elementy dajg w sumie liczbe nieparzysta.
Inaczej méwiac:
e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw zbioru X postaci {7, z},
gdzie z € X oraz x # 7,
e zdarzenie B sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw {z,y} zbioru X, dla
ktorych suma x + y jest liczba nieparzysta.

Musimy obliczyé¢ |AN B| oraz |B|. Tak jak w zadaniu 35b otrzymujemy |B| = 36. Teraz
obliczamy |A N B|. Musimy policzy¢ takie zbiory dwuelementowe postaci {7,z} (gdzie
x # T), dla ktorych liczba 7 4+ z jest nieparzysta. A wiec liczba x ma by¢ parzysta.
Mamy 6 takich liczb w zbiorze X. Zatem |A N B| = 6. Stad wynika, ze

|AN B| 6 1
P(A|B)= = — = -.
(418) | B| 36 6
To konczy rozwiazanie zadania.
W czterech nastepnych zadaniach bedziemy mieli do czynienia z suma parzysta.

Zadanie 35d. Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie dwie
liczby ze zbioru {1,2,3,...,12,13}. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wérdéd
wylosowanych liczb bedzie liczba 8, pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie
parzysta.

Rozwigzanie. Zdarzeniami elementarnymi sa dwuelementowe podzbiory zbioru
X ={1,2,3,...,12,13}.

W zbiorze 2 zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:

e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba 8,

e zdarzenie B sktada si¢ z tych dwuelementowych podzbioréw Z zbioru X, ktoérych
elementy daja w sumie liczbe parzysta.
Inaczej méwiac:
e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw zbioru X postaci {8, x},
gdzie x € X oraz x # 8§,

e zdarzenie B sklada si¢ z tych dwuelementowych podzbioréw {z,y} zbioru X, dla
ktorych suma x + y jest liczba parzysta.
Musimy obliczy¢ |ANB| oraz |B|. Zacznijmy od | B|. Jesli suma dwdch liczb jest parzysta,
to albo obie liczby sa parzyste, albo obie sa nieparzyste. Dwie liczby parzyste ze zbioru
X mozemy wybraé na (g) sposob6w (bo w zbiorze X jest 6 liczb parzystych: 2, 4, 6, 8,
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10 i 12). Dwie liczby nieparzyste mozemy wybraé¢ na (;) sposobéw (bo w zbiorze X jest
7 liczb nieparzystych: 1, 3, 5, 7, 9, 11 i 13). Mamy zatem

6 7 6-5 7-6
Bl = =+ — =15+21 = 36.
| B| (2)+<2) + 5 5+ 36

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy policzy¢ takie zbiory dwuelementowe postaci {8, x}
(gdzie = # 8), dla ktérych liczba 8 + x jest parzysta. A wiec liczba  ma by¢ parzysta.
Mamy 5 takich liczb w zbiorze X (bowiem w zbiorze X znajduje sie 6 liczb parzystych,
a wiec 5 liczb parzystych réznych od 8). Zatem |A N B| = 5. Stad wynika, ze

|ANB| 5

B~ 36

P(A|B) =

To konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 35e. Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie dwie
liczby ze zbioru {1,2,3,...,12,13}. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wérdd
wylosowanych liczb bedzie liczba 7, pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie
parzysta.

Rozwigzanie. Zdarzeniami elementarnymi sa dwuelementowe podzbiory zbioru
X ={1,2,3,...,12,13}.

W zbiorze (2 zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:

e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba 7,

e zdarzenie B sklada si¢ z tych dwuelementowych podzbioréw Z zbioru X, ktérych
elementy daja w sumie liczbe parzysta.

Inaczej méwiac:

e zdarzenie A sklada sig¢ z tych dwuelementowych podzbioréw zbioru X postaci {7, z},
gdzie x € X oraz x # 7,

e zdarzenie B sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw {z,y} zbioru X, dla
ktorych suma z + y jest liczba parzysta.

Musimy obliczyé |A N B| oraz |B|. Dokladnie tak jak w zadaniu 35d mamy |B| = 36.
Nastepnie obliczamy |A N B|. Musimy policzy¢ takie zbiory dwuelementowe postaci
{7,2} (gdzie x # 7), dla ktérych liczba 7 4+ x jest parzysta. A wiec liczba z ma by¢
nieparzysta. Mamy 6 takich liczb w zbiorze X (bowiem w zbiorze X znajduje sie 7 liczb
nieparzystych, a wiec 6 liczb nieparzystych réznych od 7). Zatem |A N B| = 6. Stad
wynika, ze

_|AnBl 6 1

P(A]B) = =5 = 55

To konczy rozwiazanie zadania.
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W. Guzicki — Zadanie 35 z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony 6

Zadanie 35f. Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednocze$nie dwie liczby
ze zbioru {1,2,3,...,12}. Oblicz prawdopodobienistwo warunkowe, ze wsréd wylosowa-
nych liczb bedzie liczba 8, pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie parzysta.

Rozwigzanie. Zdarzeniami elementarnymi sa dwuelementowe podzbiory zbioru
X ={1,2,3,...,12}.

W zbiorze () zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:

e zdarzenie A sktada sie z tych dwuelementowych podzbioréw Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba 8,

e zdarzenie B sklada si¢ z tych dwuelementowych podzbioréw Z zbioru X, ktérych
elementy dajg w sumie liczbe parzysta.
Inaczej méwiac:
e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw zbioru X postaci {8, z},
gdzie z € X oraz x # 8,

e zdarzenie B sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw {z,y} zbioru X, dla
ktorych suma x + y jest liczba parzysta.

Musimy obliczy¢ |A N B| oraz |B|. Tym razem |B| = 30. Mianowicie suma dwoch liczb
jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy obie sa parzyste lub obie nieparzyste. Dwie
liczby parzyste mozemy wybrac ze zbioru X na (g) sposobdéw, dwie liczby nieparzyste

takze na (g) sposobow. Zatem

6 6-5
|By:2-(2):2-—:30.

Nastepnie obliczamy |A N B|. Musimy policzy¢ takie zbiory dwuelementowe postaci
{8,z} (gdzie = # 8), dla ktérych liczba 8 4+ x jest parzysta. A wiec liczba  ma by¢
parzysta. Mamy 5 takich liczb w zbiorze X. Zatem |A N B| = 5. Stad wynika, ze

_\AmB|_3_}

P(A|B =

To konczy rozwigzanie zadania.

Zadanie 35g. Doswiadczenie losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie dwie
liczby ze zbioru {1,2,3,...,12}. Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wsréd wy-
losowanych liczb bedzie liczba 7, pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie
nieparzysta.

Rozwigzanie. Zdarzeniami elementarnymi sa dwuelementowe podzbiory zbioru

X =1{1,2,3,...,12}.

W zbiorze 2 zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:
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e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba 7,

e zdarzenie B sklada si¢ z tych dwuelementowych podzbioréow Z zbioru X, ktérych
elementy daja w sumie liczbe parzysta.

Inaczej méwiac:

e zdarzenie A sklada sig¢ z tych dwuelementowych podzbioréw zbioru X postaci {7, z},
gdzie x € X oraz x # 7,

e zdarzenie B sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw {z,y} zbioru X, dla
ktorych suma z + y jest liczba parzysta.

Musimy obliczy¢ |A N B| oraz |B|. Tak jak w zadaniu 35f otrzymujemy |B| = 30. Teraz
obliczamy |A N B|. Musimy policzy¢ takie zbiory dwuelementowe postaci {7,z} (gdzie
x # T), dla ktérych liczba 7 4+ z jest parzysta. A wiec liczba z ma byé nieparzysta.
Mamy 5 takich liczb w zbiorze X. Zatem |A N B| = 5. Stad wynika, ze

ANB 5} 1

To konczy rozwiazanie zadania.
Rozwiazmy teraz dwa zadania ogdlniejsze.

Zadanie 35h. Dane sg dwie liczby naturalne n i k takie, ze 1 < k < n. Do$wiadczenie lo-
sowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie dwie liczby ze zbioru {1,2,3,...,n—1,n}.
Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wsréd wylosowanych liczb bedzie liczba k,
pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta.

Zadanie 35i. Dane sg dwie liczby naturalne n i k takie, ze 1 < k < n. Doswiadczenie lo-
sowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie dwie liczby ze zbioru {1,2,3,...,n—1,n}.
Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wsréd wylosowanych liczb bedzie liczba k,
pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie parzysta.

Okaze sie, ze w kazdym z tych zadan nalezy rozwazy¢ cztery przypadki w zaleznosci od
tego, czy liczby n i k sg parzyste czy nieparzyste. Zajmijmy si¢ zatem najpierw zadaniem
35a.

Rozwigzanie zadania 35h. Zdarzeniami elementarnymi sa dwuelementowe podzbiory
zbioru

X ={1,2,3,...,n—1,n}.
W zbiorze (2 zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:

e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréow Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba k,

e zdarzenie B sklada si¢ z tych dwuelementowych podzbioréw Z zbioru X, ktérych
elementy dajg w sumie liczbe nieparzysta.

Inaczej méwiac:

e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw zbioru X postaci
{k,x}, gdzie z € X oraz x # k,
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e zdarzenie B sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw {z,y} zbioru X, dla
ktorych suma x + y jest liczba nieparzysta.

Musimy obliczy¢ |A N B| oraz |B|. Bedziemy rozwazaé cztery przypadki.
Przypadek 1. Liczby n i k sg parzyste. Niech n = 2m.
Najpierw obliczamy |B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X wybraé
dwie liczby, ktérych suma jest liczba nieparzysta. Suma dwoch liczb jest nieparzysta
wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z tych liczb jest parzysta i druga jest nieparzysta. Mamy
zatem:

e wybraé jedna liczbe ze zbioru {2,4,...,2m},

e oraz wybraé jedna liczbe ze zbioru {1,3,...,2m — 1}.

W obu przypadkach mamy wybracé liczbe ze zbioru m-elementowego. Mamy zatem

|B| =m-m =m?.

Teraz obliczamy | AN B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy wybraé zbiér dwu-
elementowy postaci {k, z}, gdzie x € X, x # k oraz suma = + k jest liczba nieparzysta.
Poniewaz k jest liczbg parzysta, wiec x musi by¢ liczba nieparzysta. W zbiorze X istnieje
m takich liczb x. Zatem

|ANB| =m.
Stad otrzymujemy odpowiedz:
|AN B| m 1 2 2
P A B = = —= — = — = —,
(418) | B| m?  m  2m n

Przypadek 2. Liczba n jest parzysta oraz liczba k jest nieparzysta. Niech n = 2m.

Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 1 stwierdzamy, ze |B| = m?.
Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy wybraé zbior dwu-
elementowy postaci {k,z}, gdzie x € X, x # k oraz suma z + k jest liczba nieparzysta.
Poniewaz k jest liczba nieparzysta, wigec x musi by¢ liczba parzysta. W zbiorze X istnieje
m takich liczb x. Zatem

|ANB|=m — 1.
Stad otrzymujemy odpowiedz:
|AN B m 1 2 2
P A B == = = = — = -,
(418) | B| m2 m  2m n

Przypadek 3. Liczba n jest nieparzysta oraz liczba k jest parzysta. Niech n = 2m + 1.

Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 1 stwierdzamy, ze musimy ze
zbioru X wybrac¢ jedna liczbe parzysta i jedng liczbe nieparzysta. W zbiorze X mamy
m liczb parzystych i m + 1 liczb nieparzystych. Mamy zatem

IB| = m(m +1).
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Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposob6w mozemy wybraé zbiér dwu-
elementowy postaci {k,z}, gdzie x € X, x # k oraz suma z + k jest liczba nieparzysta.
Poniewaz k jest liczba parzysta, wiec x musi by¢ liczba nieparzysta. W zbiorze X istnieje
m + 1 takich liczb z. Zatem

| ANB|=m+ 1.
Stad otrzymujemy odpowiedz:
ANB 1 1 2 2
pa|py=A0Bl_ m+l 12 2
| B| mm+1) m 2m n-—1

. . . . 1
Przypadek 4. Liczby n i k sa nieparzyste. Niech n = 2m + 1. Zatem m = “5=.

Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 3 otrzymujemy
|B| = m(m +1).

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy wybraé zbior dwu-
elementowy postaci {k,z}, gdzie x € X, x # k oraz suma z + k jest liczba nieparzysta.
Poniewaz k jest liczba nieparzysta, wigc x musi by¢ liczba parzysta. W zbiorze X istnieje
m takich liczb x. Zatem

|ANB| =m.
Stad otrzymujemy odpowiedz:
ANB 1 2 2
pa|py = A0BL__ m _ _ ,
| B| mm+1) m+1 2m+2 n+1

Zbierzmy razem odpowiedzi w rozwazanych czterech przypadkach:
2

e jesli n i k sa liczbami parzystymi, to P(A | B) = —,
n

2
e jesli n jest liczba parzysta i k jest liczba nieparzysta, to P(A | B) = —,
n

2
e jesli n jest liczba nieparzysta i k jest liczba parzysta, to P(A | B) = T
n —_—
e jedli n i k sa liczbami nieparzystymi, to P(A | B) = T
n

Teraz przejdziemy do rozwiazania zadania 35i.

Rozwigzanie zadania 35i. Zdarzeniami elementarnymi sg dwuelementowe podzbiory
zbioru
X ={1,2,3,....,n—1,n}.

W zbiorze 2 zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:

e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba k,

CENTRALNA jasci UNIA EUROPEJSKA [REESEN
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e zdarzenie B sktada sie z tych dwuelementowych podzbioréw Z zbioru X, ktorych
elementy daja w sumie liczbe parzysta.

Inaczej méwiac:

e zdarzenie A sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw zbioru X postaci
{k,x}, gdzie z € X oraz x # k,

e zdarzenie B sklada sie z tych dwuelementowych podzbioréw {z,y} zbioru X, dla
ktorych suma x + y jest liczba parzysta.

Musimy obliczy¢ |A N B| oraz |B|. Bedziemy rozwazaé cztery przypadki.
Przypadek 1. Liczby n i k sa parzyste. Niech n = 2m.
Najpierw obliczamy |B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X wybraé
dwie liczby, ktorych suma jest liczbg parzysta. Mozemy wybra¢ dwie liczby parzyste lub
dwie liczby nieparzyste. Inaczej mowiac:

e mozemy wybraé¢ dwie liczby ze zbioru {2,4,...,2m},

e mozemy wybraé¢ dwie liczby ze zbioru {1,3,...,2m — 1}.

W obu przypadkach mamy wybraé¢ dwie liczby ze zbioru m-elementowego. Mamy zatem

|B|:2-(T;):2-M:m(m—l).

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposob6w mozemy wybraé zbiér dwu-
elementowy postaci {k,z}, gdzie x € X, © # k oraz suma x + k jest liczba parzysta.
Poniewaz k jest liczba parzysta, wiec x tez musi by¢ liczba parzysta. Ponadto x # k.
W zbiorze X istnieje m — 1 takich liczb x. Zatem

|ANB|=m — 1.
Stad otrzymujemy odpowiedz:

_JAnB| _ m-1 1 2

P41 B) | B| mm—1) m  2m

Przypadek 2. Liczba n jest parzysta oraz liczba k jest nieparzysta. Niech n = 2m.

Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 1 stwierdzamy, ze

yB|=2.(";>=2-M:m(m—1).

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposob6w mozemy wybraé zbiér dwu-
elementowy postaci {k,z}, gdzie z € X, © # k oraz suma x + k jest liczba parzysta.
Poniewaz k jest liczba nieparzysta, wiec = tez musi by¢ liczba nieparzysta. Ponadto
x # k. W zbiorze X istnieje m — 1 takich liczb x. Zatem

| ANB|=m — 1.
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Stad otrzymujemy odpowiedz:

pa| ) MA0B_ mo1 12 2
Bl m(m—-1) m 2m n

Przypadek 3. Liczba n jest nieparzysta oraz liczba k jest parzysta. Niech n = 2m + 1.

Zatem m = ”T_l

Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 1 stwierdzamy, ze musimy ze
zbioru X wybra¢ dwie liczby parzyste lub dwie liczby nieparzyste. W zbiorze X mamy
m liczb parzystych i m 4 1 liczb nieparzystych. Mamy zatem

m m+ 1 mim—1) (m+1)m m?2—m+m?>+m 2m? 9
B: prm— prm— =
18] <2>+( 2 ) > T3 2 2

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposob6w mozemy wybraé zbiér dwu-
elementowy postaci {k,z}, gdzie z € X, © # k oraz suma x + k jest liczba parzysta.
Poniewaz k jest liczba parzysta, wiec x tez musi by¢ liczba parzysta. Ponadto = # k.
W zbiorze X istnieje m — 1 takich liczb x. Zatem

|ANB|=m — 1.
Stad otrzymujemy odpowiedz:
_JAnB| m-1_ 23 -1 2(n-1-4 2n-6 _2(n-3)

|B| m2 % (n—-12 (n—-1)2 (n—-1)2

P(A|B)

Przypadek 4. Liczby n i k sa nieparzyste. Niech n = 2m + 1. Zatem m = ”T_l

Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 3 otrzymujemy

m m+ 1 mim—1) (m+1m m?—m+m?2+m 2m? B
B: = = - - .
= (2)+( 2 ) > T3 2 2 "

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposob6w mozemy wybraé zbiér dwu-
elementowy postaci {k,z}, gdzie x € X, v # k oraz suma x + k jest liczba parzysta.
Poniewaz k jest liczba nieparzysta, wiec = tez musi by¢ liczba nieparzysta. Ponadto
x # k. W zbiorze X istnieje m takich liczb x. Zatem

|AN B| =m.
Stad otrzymujemy odpowiedz:
|JANB| m 1 2
(41 B) | B| m2 m n-1

Zbierzmy razem odpowiedzi w rozwazanych czterech przypadkach:
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2
e jesli n i k sa liczbami parzystymi, to P(A | B) = —,
n

2
e jesli n jest liczba parzysta i k jest liczba nieparzysta, to P(A | B) = —,
n
e e . Co 2(n —3)
e jesli n jest liczba nieparzysta i k jest liczba parzysta, to P(A | B) = W,
n p—
e jeli n i k sa liczbami nieparzystymi, to P(A | B) = 1
n J—

Rozwiazmy teraz analogiczne zadania, w ktorych bedziemy losowaé trzy liczby ze zbioru
liczb {1,2,3,...,n— 1,n}. Oto te zadania.

Zadanie 35j. Dane sg dwie liczby naturalne n i k takie, ze 1 < k < n. Do$wiadczenie
losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie trzy liczby ze zbioru {1,2,3,...,n—1,n}.
Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wsréd wylosowanych liczb bedzie liczba k,
pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie nieparzysta.

Zadanie 35k. Dane sg dwie liczby naturalne n i k takie, ze 1 < k < n. Do$wiadczenie
losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie trzy liczby ze zbioru {1,2,3,...,n—1,n}.
Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wsréd wylosowanych liczb bedzie liczba k,
pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie parzysta.

Zobaczymy najpierw rozwiazania dla konkretnych wartosci n i k; podobnie jak to miato
miejsce w przypadku losowania dwoch liczb przyjmiemy n = 13 lub n = 12 oraz k = 8
lub k = 7. Zacznijmy od zadania 35j.

Rozwigzanie zadania 35j dla konkretnych liczb. Zdarzeniami elementarnymi sa
trzyelementowe podzbiory zbioru

X ={1,2,3,...,n—1,n}.

W zbiorze 2 zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:

e zdarzenie A sklada sie z tych trzyelementowych podzbioréw Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba k,

e zdarzenie B sktada si¢ z tych trzyelementowych podzbioréw Z zbioru X, ktérych
elementy daja w sumie liczbe nieparzysta.
Inaczej méwiac:
e zdarzenie A sklada si¢ z tych trzyelementowych podzbioréw zbioru X postaci
{k,z,y}, gdzie z,y € X, x #y, v # k oraz y # k,
e zdarzenie B sklada sie z tych trzyelementowych podzbioréw {x,y, z} (gdzie = # v,
x # z oraz y # z) zbioru X, dla ktérych suma x + y + z jest liczba nieparzysta.
Musimy obliczyé¢ |A N B| oraz |B|. Rozpatrzymy cztery przyktady.
Przyklad 1. n =13 oraz k = 8.

Najpierw obliczamy |B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X wybraé
trzy liczby, ktérych suma jest liczba nieparzysta. Suma trzech liczb jest nieparzysta
w dwoéch przypadkach: gdy wszystkie trzy liczby sa nieparzyste oraz gdy jedna z tych

CENTRALNA jasci UNIA EUROPEJSKA [N
KAPITAL LUDZKI KOMISJA IBE entuzjasci e B
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC! EGZAMINACYJNA eaukacji FUNDUSZ SPOLECZNY (SRS



W. Guzicki — Zadanie 35 z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony 13

liczb jest nieparzysta i dwie sa parzyste. W zbiorze X mamy w tym przypadku 6 liczb
parzystych i 7 liczb nieparzystych. Mamy zatem:

7 7 6 7-6-5 6-5
Bl = . — . = -15 = 105 = 140.
| B| <3) + (1) (2) 5 +7 5 35+ 7-15=35+105 0

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru
X\ {8} = {1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12, 13}

wybraé¢ dwie rézne liczby x i y takie, by suma 8 +x+y byta liczbg nieparzysta. Poniewaz
8 jest liczbg parzysta, wiec suma x 4 y musi by¢ liczba nieparzysta. Zatem jedna z tych
dwdch liczb musi byé parzysta, a druga nieparzysta. W zbiorze X \ {8} mamy 5 liczb
parzystych i 7 liczb nieparzystych. Zatem

|ANB|=5-7=35.
Stad otrzymujemy odpowiedz:

_|AnB| _ 35 1

|B| 140 4

P(A| B)

Przyklad 2. n=13oraz k =7.

Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 1 mamy |B| = 140. Teraz
obliczamy |AN B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X \ {7} wybraé¢
dwie rézne liczby x i y tak, by suma 7 4 x 4 y byla liczba nieparzysta. Poniewaz 7 jest
liczba nieparzysta, wiec suma x + y musi by¢ liczba parzysta. Jest to mozliwe w dwoch
przypadkach: obie liczby x i y musza by¢ parzyste lub obie nieparzyste. W zbiorze
X \ {7} mamy po 6 liczb parzystych i nieparzystych. Zatem

6 6 6-5
|AmB|—(2)+(2>—2-——30.

Stad otrzymujemy odpowiedz:

_|AnB] 30 3

P(A| B =,
(41 5) |B| 140 14

Przyklad 3. n =12 oraz k = 8.

Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 1 stwierdzamy, ze musimy
ze zbioru X wybraé trzy liczby nieparzyste lub jedng liczbe nieparzysta i dwie liczby
parzyste. W zbiorze X tym razem mamy po 6 liczb parzystych i nieparzystych. Mamy

satem 6 6 6 6-5-4 6-5
B| = - — 7 229 .15 = 110.
|B| <3)+(1) (2) — 6 04615 0
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Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X \ {8}
wybraé¢ dwie rézne liczby x i y tak, by suma 8+x+y byta liczba nieparzysta. Poniewaz 8
jest liczba parzysta, wiec suma x +y musi by¢ liczba nieparzysta. Jest to mozliwe wtedy
i tylko wtedy, gdy jedna z liczb = i y jest parzysta, a druga nieparzysta. W zbiorze
X \ {8} istnieje 5 liczb parzystych i 6 nieparzystych. Zatem

|ANB| =6-5=30.
Stad otrzymujemy odpowiedz:

IANB| 30 3
P(A|B) = =2 ==
(A15) |B| 110 11

Przyklad 4. n=12oraz k =7.

Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 3 mamy |B| = 110. Teraz
obliczamy | AN B|. Musimy obliczyé, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X \ {7} wybraé
dwie rézne liczby = i y tak, by suma 7 + x 4+ y byta liczba nieparzysta. Poniewaz 7 jest
liczba nieparzysta, wiec suma x + y musi by¢ liczba parzysta. Jest to mozliwe w dwoch
przypadkach: jesli obie liczby z i y sa parzyste lub obie sa nieparzyste. W zbiorze X \ {7}
istnieje 6 liczb parzystych i 5 nieparzystych. Zatem

6 5\ 6-5 5-4
]AﬁB|:(2)+(2>:—+T:15+10:25.

Stad otrzymujemy odpowiedz:

IANB| 25 5
P(A|B) = == ==
(A15) |B| 110~ 22

Zbierzmy razem odpowiedzi w rozwazanych czterech przyktadach:

1
ojeélinzl?;ik:&toP(A]B):Z,
. 3
oJeshn:131k::7,toP(A]B):ﬁ,
. 3
oJeslln:121k:8,toP(A|B):ﬁ,
. 5
oJeshn:121k:7,toP(A]B):E.

Zauwazmy, ze w tym zadaniu w czterech przykltadach otrzymaliSmy rézne odpowiedzi.
Teraz rozwiazemy to samo zadanie w przypadku ogdlnym.

Rozwigzanie zadania 35j dla dowolnych liczb. Zdarzeniami elementarnymi sa trzy-
elementowe podzbiory zbioru

X ={1,2,3,...,n—1,n}.
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W zbiorze (2 zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:

e zdarzenie A sklada sie z tych trzyelementowych podzbioréw Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba k,
e zdarzenie B sktada sie z tych trzyelementowych podzbioréw Z zbioru X, ktérych
elementy daja w sumie liczbe nieparzysta.
Inaczej méwiac:
e zdarzenie A sklada sie z tych trzyelementowych podzbioréw zbioru X postaci
{k,x,y}, gdzie z,y € X, x #y, x # k oraz y # k,
e zdarzenie B sklada si¢ z tych trzyelementowych podzbioréw {x,y, 2} (gdzie = # vy,
x # z oraz y # z) zbioru X, dla ktérych suma x + y + z jest liczba nieparzysta.
Musimy obliczy¢ |A N B| oraz |B|. Bedziemy rozwazaé cztery przypadki.
Przypadek 1. n =2m + 1 oraz liczba k jest parzysta.
Najpierw obliczamy |B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X wybraé
trzy liczby, ktérych suma jest liczba nieparzysta. Suma trzech liczb jest nieparzysta
w dwoéch przypadkach: gdy wszystkie trzy liczby sa nieparzyste oraz gdy jedna z tych

liczb jest nieparzysta i dwie sa parzyste. W zbiorze X mamy w tym przypadku m liczb
parzystych i m + 1 liczb nieparzystych. Mamy zatem:

() (1) (5) -

2m(m +1)(m — 1)
3 :

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposob6w mozemy ze zbioru
X\{k}={1,2,....k—1Lk+1,...,n—1,n}

wybra¢ dwie rézne liczby x i y takie, by suma k+x+y byla liczbg nieparzysta. Poniewaz

k jest liczba parzysta, wiec suma x +y musi by¢ liczbg nieparzysta. Zatem jedna z tych

dwéch liczb musi byé parzysta, a druga nieparzysta. W zbiorze X \ {k} mamy m — 1
liczb parzystych i m + 1 liczb nieparzystych. Zatem

JANB|=(m—-1)-(m+1).
Stad otrzymujemy odpowiedz:

I ANB| _ 3-(m—1)(m+1) 3 3
IBl 2m(m—-1)(m=1) 2m n-—1

P(A|B) =

Przypadek 2. n =2m + 1 oraz liczba k jest nieparzysta.
Najpierw obliczamy |B|. Doktadnie tak jak w przypadku 1 stwierdzamy, ze

m(m+ 1)(m — 1).

2
B = :

CENTRALNA iasci UNIA EUROPEJSKA S,
KAPITAL LUDZKI KOMISJA IBE o Eroroon [
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA eauxacji FUNDUSZ SPOLECZNY ek



W. Guzicki — Zadanie 35 z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony 16

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru
X\{k}={1,2,....,k—1Lk+1,...,n—1,n}

wybra¢ dwie rézne liczby x i y tak, by suma k + x4y byta liczba nieparzysta. Poniewaz
k jest liczba nieparzysta, wiec suma x + y musi by¢ liczba parzysta. Jest to mozliwe
w dwdéch przypadkach: obie liczby z i y musza by¢ parzyste lub obie nieparzyste. W zbio-
rze X \ {k} mamy po m liczb parzystych i nieparzystych. Zatem

AN B| = (Tg>+(7;> ZQ-W:m(m—l).

Stad otrzymujemy odpowiedz:

P(A|B)—‘AHB|— 3m(m —1) B 3 3 3
~ |Bl  2m(m+1D(m—-1) 2(m+1) 2m+2 n+1

Przypadek 3. n = 2m oraz liczba k jest parzysta.

Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 1 stwierdzamy, ze musimy
ze zbioru X wybraé trzy liczby nieparzyste lub jedng liczbe nieparzysta i dwie liczby
parzyste. W zbiorze X tym razem mamy po m liczb parzystych i nieparzystych. Mamy
zatem

o= () (1) (5) -

m(m—1) (m—2 m(m—1) 4m—2 m(m—1)(2m —1)
:2'(3+m):2'3: 3

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X \ {k}
wybraé¢ dwie rézne liczby z i y tak, by suma k + x + y byla liczba nieparzysta. Poniewaz
k jest liczba parzysta, wiec suma x + y musi by¢ liczbg nieparzysta. Jest to mozliwe
wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z liczb z i y jest parzysta, a druga nieparzysta. W zbiorze
X \ {k} istnieje m — 1 liczb parzystych i m nieparzystych. Zatem

|JANB| = (m—1)-m.

Stad otrzymujemy odpowiedz:

_|[AnB| 3m(m —1) 3 3
P4 B) = 1Bl  mm-1)2m-1) 2m—-1 n-1

Przypadek 4. n = 2m oraz liczba k jest nieparzysta.
Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 3 otrzymujemy
(m—1)2m —1)

m
1B| = . .
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Teraz obliczamy |A N B|. Mamy obliczy¢, na ile sposob6w mozemy ze zbioru X \ {k}
wybra¢ dwie rézne liczby x i y tak, by suma k 4+ x + y byta liczba nieparzysta. Ponie-
waz 7 jest liczba nieparzysta, wiec suma z 4y musi by¢ liczba parzysta. Jest to mozliwe
w dwoch przypadkach: jesli obie liczby x i y sa parzyste lub obie sa nieparzyste. W zbio-
rze X \ {k} istnieje m liczb parzystych i m — 1 nieparzystych. Zatem

2 2 2 2
_ m2—1 mtm—2) = (m—1)(2m — 2) _(m—12
Stad otrzymujemy odpowiedz:
_|AnB| 3(m—1)2 _3m—-1)  32m-2)  3(n-—-2)
PA]B) = 1Bl m(m-1)2m-1) m@2m-1) 2m)2m—-1) nn-1)

Zbierzmy razem odpowiedzi w rozwazanych czterech przypadkach:

e jedli n jest liczba nieparzysta i k jest liczba parzysta, to P(A | B) =

e jesli n jest liczba parzysta i k jest liczba nieparzysta, to P(A | B) =

Przejdzmy teraz do zadania 35k. Przypomnijmy jego tresc.

Zadanie 35k. Dane sa dwie liczby naturalne n i k takie, ze 1 < k < n. Do$wiadczenie
losowe polega na tym, ze losujemy jednoczesnie trzy liczby ze zbioru {1,2,3,...,n—1,n}.
Oblicz prawdopodobienstwo warunkowe, ze wsréd wylosowanych liczb bedzie liczba k,
pod warunkiem, ze suma wylosowanych liczb bedzie parzysta.

Rozwigzanie zadania 35k dla konkretnych liczb. Zdarzeniami elementarnymi sa
trzyelementowe podzbiory zbioru

X ={1,2,3,....,n—1,n}.

W zbiorze 2 zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:

e zdarzenie A sklada sie z tych trzyelementowych podzbioréw Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba k,

e zdarzenie B sktada si¢ z tych trzyelementowych podzbioréw Z zbioru X, ktérych
elementy daja w sumie liczbe parzysta.

Inaczej méwiac:

e zdarzenie A sklada sie z tych trzyelementowych podzbioréw zbioru X postaci
{k,2,y}, gdzie v,y € X, x #y, v # k oraz y # k,
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e zdarzenie B sklada sie z tych trzyelementowych podzbioréw {x,y, z} (gdzie z # y,
x # z oraz y # z) zbioru X, dla ktérych suma x + y + z jest liczba parzysta.

Musimy obliczyé¢ |A N B| oraz |B|. Rozpatrzymy cztery przyktady.

Przyktad 1. n =13 oraz k = 8.

Najpierw obliczamy |B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X wybraé
trzy liczby, ktérych suma jest liczba parzysta. Suma trzech liczb jest parzysta w dwoch
przypadkach: gdy wszystkie trzy liczby sa parzyste oraz gdy jedna z tych liczb jest

parzysta i dwie sa nieparzyste. W zbiorze X mamy w tym przypadku 6 liczb parzystych
i 7 liczb nieparzystych. Mamy zatem:

6 6\ (7\ 6-5-4 7-6
B| = : = : =2 - 21 = 20 + 126 = 146.
BI=(5)+ (7)) (5) =25 4o TP =20 621204126 - 140

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposob6w mozemy ze zbioru
X\ {8} =1{1,2,3,4,5,6,7,9,10,11, 12, 13}

wybraé¢ dwie rézne liczby x i y takie, by suma 8+ x +y byta liczbg parzysta. Poniewaz 8
jest liczba parzysta, wiec suma x +y musi by¢ liczba parzysta. Jest to mozliwe w dwoch
przypadkach: obie liczby x i y musza by¢ parzyste lub obie nieparzyste. W zbiorze
X \ {8} mamy 5 liczb parzystych i 7 liczb nieparzystych. Zatem

5 N 5.4 7.6
ANB| = — 2 2 10421 =31
AN B (2)+(2) I

Stad otrzymujemy odpowiedz:

_|AnB| 31

P(A| B .
(415 |B| 146

Przyklad 2. n=13oraz k=71.

Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 1 mamy |B| = 146. Teraz
obliczamy | AN B|. Musimy obliczyé, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X \ {7} wybraé
dwie rézne liczby x i y tak, by suma 7 4+ = + y byla liczba parzysta. Poniewaz 7 jest
liczba nieparzysta, wiec suma x + y musi by¢ liczba nieparzysta. Zatem jedna z tych
dwéch liczb musi by¢ parzysta, a druga nieparzysta. W zbiorze X \ {7} mamy po 6 liczb
parzystych i nieparzystych. Zatem

|ANB| =66 = 36.
Stad otrzymujemy odpowiedz:

IANB| 36 18
P(A|B) = =2 =
(41B) |B] 146 73

Przyklad 3. n =12 oraz k = 8.
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Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 1 stwierdzamy, ze musimy ze
zbioru X wybracé trzy liczby parzyste lub jedna liczbe parzysta i dwie liczby nieparzyste.
W zbiorze X tym razem mamy po 6 liczb parzystych i nieparzystych. Mamy zatem

6 6 6 6-5-4 6-5
Bl = . = — =2 - 15 =110.
B1=(5)+ (1) (5) =5 +o 04615 =110

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X \ {8}
wybraé¢ dwie rézne liczby z i y tak, by suma 8 4+ x 4 y byla liczbg parzysta. Poniewaz 8
jest liczba parzysta, wiec suma x +y musi by¢ liczba parzysta. Jest to mozliwe w dwoch
przypadkach: jesli obie liczby z i y sa parzyste lub obie sa nieparzyste. W zbiorze X \ {8}
istnieje 5 liczb parzystych i 6 nieparzystych. Zatem

6 ) 6-5 5-4
ANB|= =—+ — =1 10 = 25.
ansl=(5)+(5) =57+ 5 =15+ 0=

Stad otrzymujemy odpowiedz:

_|AnB| 25 5

|B| 110 22°

P(A|B)

Przyklad 4. n=12oraz k =7.

Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 3 otrzymujemy |B| = 110.
Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X \ {7}
wybraé¢ dwie rézne liczby z i y tak, by suma 7 + = + y byta liczbg parzysta. Poniewaz
7 jest liczba nieparzysta, wiec suma x + y musi by¢ liczba nieparzysta. Jest to mozliwe
wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z liczb x i y jest parzysta, a druga nieparzysta. W zbiorze
X \ {7} istnieje 6 liczb parzystych i 5 nieparzystych. Zatem

|ANB| =6-5=30.
Stad otrzymujemy odpowiedz:

_|AnB] 30 3

P(A| B =
(A15) |B| 110 11

Zbierzmy razem odpowiedzi w rozwazanych czterech przyktadach:

31
0jeélin:13i/€:8,toP(A|B):_146’
. 18
oJeshn:131k::7,toP(A|B):7—3,
. 5
oJeshn:121k:8,toP(A]B):ﬁ,
. 3
oJeshn:121k::7,toP(A]B):H.
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Zauwazmy, ze w tym zadaniu w czterech przyktadach takze otrzymalisémy cztery rézne
odpowiedzi. Teraz rozwigzemy to samo zadanie w przypadku ogdlnym.

Rozwigzanie zadania 35k dla dowolnych liczb. Zdarzeniami elementarnymi sa
trzyelementowe podzbiory zbioru

X ={1,2,3,....,n—1,n}.

W zbiorze 2 zdarzen elementarnych wyrézniamy dwa zdarzenia:

e zdarzenie A sklada sie z tych trzyelementowych podzbioréw Y zbioru X, do ktérych
nalezy liczba k,

e zdarzenie B sklada sie z tych trzyelementowych podzbiorow Z zbioru X, ktoérych
elementy daja w sumie liczbe parzysta.

Inaczej méwiac:
e zdarzenie A sklada si¢ z tych trzyelementowych podzbioréw zbioru X postaci
{k,z,y}, gdzie z,y € X, x #y, x # k oraz y # k,
e zdarzenie B sklada sie z tych trzyelementowych podzbioréw {x,y, z} (gdzie z # vy,
x # z oraz y # z) zbioru X, dla ktérych suma x + y + z jest liczba parzysta.
Musimy obliczyé |A N B| oraz |B|. Bedziemy rozwazaé cztery przypadki.
Przypadek 1. n =2m + 1 oraz liczba k jest parzysta.
Najpierw obliczamy |B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X wybraé
trzy liczby, ktorych suma jest liczba parzysta. Suma trzech liczb jest parzysta w dwoch
przypadkach: gdy wszystkie trzy liczby sa parzyste oraz gdy jedna z tych liczb jest
parzysta i dwie sg nieparzyste. W zbiorze X mamy w tym przypadku m liczb parzystych
i m + 1 liczb nieparzystych. Mamy zatem:

= (W) (M) (M) s etz

3 1 2 6 2
m [ (m—1)(m—2) m  m?—3m+2+3m?+3m
) ( 3 +m(m+1) 5 3
~ m(@m*+2)  m(2m* +1)
6 B 3 '

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru
X\{k}={1,2,...;k—1,k+1,....n—1,n}

wybra¢ dwie rézne liczby x i y takie, by suma k+ x4y byta liczba parzysta. Poniewaz k
jest liczba parzysta, wiec suma x +y musi by¢ liczba parzysta. Jest to mozliwe w dwoch
przypadkach: obie liczby x i y musza by¢ parzyste lub obie nieparzyste. W zbiorze
X \ {k} mamy m — 1 liczb parzystych i m + 1 liczb nieparzystych. Zatem

Mmmz(m_v+<m+v:Jm—UKW—@+WHJym:

2 2 2 2

2_3 2 2
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Stad otrzymujemy odpowiedz:

ANB 3(m? —m+1 3(4m? —4m + 4
P(A|B) = B - <m(2m2 ++1)) = EQm)(4m2 ++2)) =
C3(2m)*—2-2m+4)  3((n—-1)>-2n-1)+4)
@2m)(2m)2+2) (n—1)((n—1)2+2)
3n?—2n+1-2n+2+4) 3(n? —4n+7)

(n—1)(n%? —2n + 3) C (n—-1(n2-2n+3)

Przypadek 2. n =2m + 1 oraz liczba k jest nieparzysta.
Najpierw obliczamy |B|. Doktadnie tak jak w przypadku 1 mamy
m(4m? +2)  m(2m? +1)

B: =
|Bi 5 3

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X \ {k}
wybraé¢ dwie rozne liczby x i y tak, by suma k + z + y byta liczba parzysta. Poniewaz k
jest liczba nieparzysta, wigec suma x4y musi by¢ liczba nieparzysta. Zatem jedna z tych
dwdch liczb musi byé parzysta, a druga nieparzysta. W zbiorze X \ {k} mamy po m
liczb parzystych i nieparzystych. Zatem

|ANB|=m-m=m?

Stad otrzymujemy odpowiedz:

P(A|B):|AQB|: 3m? __3m_ 3-(2m) _ 3(n—1)
| B| m2m2+1) 2m?+1 (2m)2+2 (n—1)2+42
3(n—1)
n2-2n+3

Przypadek 3. n = 2m oraz liczba k jest parzysta.

Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 1 stwierdzamy, ze musimy ze
zbioru X wybrac¢ trzy liczby parzyste lub jedna liczbe parzysta i dwie liczby nieparzyste.
W zbiorze X tym razem mamy po m liczb parzystych i nieparzystych. Mamy zatem

o= (5)+ (1) (5) - e

mim—1) (m—2 mim—1) 4m—-2 m(m—1)2m —1)
:2'(3+m):2'3: 3

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposobéw mozemy ze zbioru X \ {k}
wybra¢ dwie rézne liczby x i y tak, by suma k + x + y byta liczba parzysta. Poniewaz k
jest liczba parzysta, wiec suma x +y musi by¢ liczba parzysta. Jest to mozliwe w dwoch
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przypadkach: jesli obie liczby z i y sa parzyste lub obie sa nieparzyste. W zbiorze X \ {k}
istnieje m — 1 liczb parzystych i m nieparzystych. Zatem

anmi (5) (7)) <
=L m = 2) = (m - 1)

Stad otrzymujemy odpowiedz:

_|AnB| 3(m —1)? ~ 3m—-1)  32m-2)  3(n-—-2)
P(A]B) = IBl  m(m-1)2m-1) m@2m-1) 2m)2m—-1) nn-1)

Przypadek 4. n = 2m oraz liczba k jest nieparzysta.
Najpierw obliczamy |B|. Dokladnie tak jak w przypadku 3 otrzymujemy
(m—1)2m —1)

m
1B| = : .

Teraz obliczamy |A N B|. Musimy obliczy¢, na ile sposob6w mozemy ze zbioru X \ {k}
wybra¢ dwie rézne liczby x i y tak, by suma k 4+ x + y byla liczba parzysta. Poniewaz
k jest liczba nieparzysta, wiec suma x + y musi by¢ liczba nieparzysta. Jest to mozliwe
wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z liczb x i y jest parzysta, a druga nieparzysta. W zbiorze
X \ {k} istnieje m liczb parzystych i m — 1 nieparzystych. Zatem

|JANB|=m-(m—1).
Stad otrzymujemy odpowiedz:

ANB| 3m(m —1) 3 3

Zbierzmy razem odpowiedzi w rozwazanych czterech przypadkach:

e jesli n jest liczbg nieparzysta i k jest liczba parzysta, to

3(n? —4n+7
P(a|p)= S ED
(n—1)(n%? —2n + 3)
e . o : 3(n—1)
e jesli n jest liczba nieparzysta i k jest liczba nieparzysta, to P(A | B) = T on 13
n? —2n
e e Co 3(n—2)
e jesli n jest liczba parzysta i k jest liczba parzysta, to P(A | B) = ﬁ’
n(n —
e jedli n jest liczba parzysta i k jest liczba nieparzysta, to P(A | B) = T
n J—
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