Leszek Sochanski
Arkusz przykladowy, poziom podstawowy (Al)

Zadanie 13.
Wykresem funkcji kwadratowej f jest parabola o wierzchotku W = (5,7).

Woéwczas prawdziwa jest rOwnosé

Najbardziej naturalnym, cho¢, jak si¢ okaze, niepraktycznym sposobem rozwigzania tego
zadania, jest zapisanie funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej. Zat6ézmy, ze uczen wie, ze

jesli wierzchotkiem paraboli jest punkt o wspotrzednych (p,q), to parabola ma wzor
f(x)=a(x- p)2+q.
Zapisujemy nasza funkcje kwadratowg w postaci kanonicznej: f(x)= a(x—5)2 +7, gdzie

a=0.
Zauwazamy, ze nalezy porowna¢ dwie wartosci funkcji kwadratowej, ktorej wykresem jest

parabola o podanym wierzchotku W = (5, 7) .

Nastepnie obliczamy wartos$ci tej funkcji dla podanych argumentéw:
f(l)=a(1-5)+7=16a+7, f(9)=a(9-5)° +7=16a+7, gdzie a=0.

Otrzymujemy rownos¢ f (1) = f (9), wigc wybieramy wariant A.

Szczgsliwie, wariant A odpowiedzi jest poprawny. Gdyby tak nie byto, np. gdyby poprawny

byl wariant D, to musieliby$my obliczy¢ 5 wartosci funkeji: f (1), f(9), f(11), f(13),
f (15) . To pokazuje, ze w przypadku ogdlnym ta metoda nie jest najszybsza.

Jednak, ze wzoru na posta¢ kanoniczng funkcji kwadratowej tatwo wynika, ze parabola ma 0§
symetrii przechodzaca przez wierzchotek paraboli. Pierwsza wspolrzedna wierzchotka

paraboli jest §rednig arytmetyczng argumentow, dla ktorych funkcja kwadratowa przyjmuje t¢
samg wartos¢. Te wlasnos$¢ uczen powinien zna¢ 1 wtedy rozwigzanie jest bardzo tatwe.

Wystarczy sprawdzi¢, w ktérym z przedziatow: (1,9), (1,11), (ZL13), (1,15) srodek ma

pierwszg wspotrzedng rowna 5. Ze wzoru na wspotrzedne srodka odcinka obliczamy pierwsza
. . 1+9 ) . . .
wspotrzedng 1 otrzymujemy X = % =5. Wickszos$¢ zdajacych jest w stanie wykonaé

powyzszy rachunek w pamigci.
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Czestym btedem w obliczaniu wspoétrzednych $rodka odcinka jest obliczenie potowy roéznicy
zamiast $redniej arytmetycznej wspotrzednych jego koncow. Czgsto tez uczniowie myla
argumenty z warto$ciami funkcji (przyroéwnanie S$redniej arytmetycznej argumentéw do
drugiej wspotrzednej wierzchotka paraboli). Bledng odpowiedZz moga tez wybrac ci, ktorzy
nie rozumiejg pojecia symetrii osiowej lub probuja odczyta¢ réwnos$¢ wartosci funkcji na
podstawie niedbale narysowanej krzywej.

Podczas omawiania z uczniami rozwigzania tego zadania, warto wspomnie¢ o tym, ze druga
wspotrzedna wierzchotka paraboli nie ma wptywu na wybor poprawnej odpowiedzi.

Praktyka szkolna pokazuje, ze wigkszo$¢ zdajacych rozwiaze to zadanie metodami oblicze-
niowymi. Ponizej podajemy dwa sposoby obliczeniowe, czgsto stosowane przez uczniow.

I sposob
Zapisujemy wzor funkcji kwadratowej w postaci ogolnej f (x)=ax’+bx+c, gdzie a=0.
Wykorzystujemy wzor na pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli p = ;—b =5.

a

Otrzymujemy b = —10a, podstawiamy i otrzymujemy wzor f (x)=ax’—10ax+c.

Obliczamy wartos$ci funkcji dla wskazanych w zadaniu argumentow:
f(l)=a-10a+c=-9a+c, f(9)=8la—90a+c=-9a+c, gdzie a=0.

Otrzymujemy rownos§¢ f (1) = f(9), wigc wybieramy wariant A.

Zapewne cze$¢ zdajacych wykonujac zadanie tym sposobem utrudni sobie prace, starajac si¢
zapisa¢ wzor funkcji z wykorzystaniem jednego parametru. Takie rozumowanie przedsta-
wiamy ponizej.

I sposob

Zapisujemy wzor funkcji kwadratowej w postaci ogolnej f (x)=ax’+bx+c, gdzie a=0.

Wykorzystujemy wzér na pierwsza wspoOlrzedng wierzchotka paraboli p :2—25
a
i obliczamy b =-10a.

Nastepnie wykorzystujemy fakt, ze punkt lezy na krzywej, gdy jego wspotrzedne spetniaja
rownanie tej krzywej, tzn. 7=25a-5b+c. Teraz tworzymy uktad rownan, z ktoérego
wyznaczamy b i ¢ w zaleznosci od a:

25a-5b+c=7
{bz—lOa
c=7-75a
{b:—loa
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Podstawiamy b i ¢ do postaci ogdlnej funkcji kwadratowej i1 otrzymujemy wzor
f (x) =ax’*-10ax+7-75a

Obliczamy wartosci funkcji dla wskazanych w zadaniu argumentow:
f(l)=a—10a+7-75a=-84a+7

f(9)=8la—90a+7-75a=-84a+7.

Otrzymujemy rownosé f (1)= f (9), wigc wybieramy wariant A.

Przy okazji prezentacji tego sposobu mozna wspomnie¢, ze do takich samych zapiséw
o s D -b -A ) . .
powinnismy doj$¢ zamieniajac warunek %a =5 na Ta =7, jednak rachunki znacznie si¢
a a

utrudnia z powodu zapisu wyréznika A = b’ —4ac, zatem ta metoda nie jest wskazana. Przy
okazji zapisywania rownan, ktore wykorzystujg wspotrzedne punktu W, uczniowie zapewne
zauwaza, ze do rozwigzania zadania nie wystarczy samo polozenie punktu na wykresie, czyli
rownanie 25a—5b+c=7. Konieczne jest wykorzystanie informacji, ze to jest wierzchotek
paraboli, a nie dowolny punkt krzywej.

Stabsi uczniowie moga uwazaé, ze przedstawione zadanie jest zbyt abstrakcyjne. Nalezy
wskaza¢ rowno$¢ wartosci funkcji, a przeciez nie podano jej wzoru! Gdzie wstawi¢ zapisane
argumenty?

Niektorzy uczniowie beda mie¢ inny problem, dostrzegg mianowicie, ze parabol o podanym
wierzchotku jest nieskonczenie wiele, wige i funkcji f tez, ktorg z nich wiec wybrac i jak to
Zrobic?

Sprébujmy zaproponowaé im cigg zadan naprowadzajgcych na rozwigzanie zadania nr 13.

Zadanie 1. Dana jest funkcja kwadratowa f(x):%xz_ Zapisz wspotrzedne wierzchotka

paraboli, ktora jest wykresem funkcji f, zapisz rownanie osi symetrii tej paraboli i oblicz
wartosci funkcji f dla kilku argumentéw bedacych liczbami przeciwnymi.

Rozwiazanie
Wierzchotkiem paraboli jest punkt W = (0,0)’ osig symetrii paraboli jest prosta o rownaniu

x=0, wartoSci funkcji dla liczb przeciwnych to np. f(-4)=8= f(4),

Zadanie 2. Dana jest funkcja kwadratowa f(x)=ax?,a=0. Zapisz wspolrzedne

wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem funkcji f, zapisz rownanie osi symetrii tej paraboli
I oblicz warto$ci funkcji f dla kilku argumentow bedacych liczbami przeciwnymi.
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Rozwigzanie

Wierzchotkiem paraboli jest punkt W =(0,0), jej osig symetrii jest prosta o rownaniu x =0,
warto$ci funkcji dla liczb przeciwnych to np. f(—4)=16a=f(4) f(-3)=9a=f(3),
f(-2)=4a="f(2).

2

Zadanie 3. Wykres funkcji kwadratowej f(x):ax , a#0 przesuni¢to o 5 jednostek w

prawo wzdluz osi Ox i otrzymano wykres funkcji g. Zapisz wzor funkcji g, wspotrzedne
wierzchotka otrzymanej paraboli i podaj przyktady par takich argumentow, dla ktoérych
warto$ci funkcji g sg rowne.

Rozwiazanie

Funkcja g opisana jest wzorem g(x):a(x—S)Z, a#0.Wierzchotkiem paraboli jest punkt
W, =(50) rowne wartosci to np. g(-4+5)=g(4+5) czyli g(1)=g(9), albo
9(-3+5)=g(3+5) czyli g(2)=9(8).

Po wykonaniu zadania 3 uczniowie zaobserwuja, ze pierwsza wspoOtrzedna wierzchotka
paraboli jest §rednig arytmetyczng argumentdw, dla ktorych funkcja kwadratowa przyjmuje te

X, +X,

samg wartos¢ tzn. X, = >

Zadanie 4. Parabolg o rownaniu g(x)= a(x—5)2, a#0 przesunieto o 7 jednostek do gory

wzdtuz osi Oy i otrzymano wykres funkcji h. Zapisz wzor funkcji h i wspodtrzedne
wierzchotka otrzymanej paraboli.

Rozwigzanie

Funkcja h opisana jest wzorem h(x):a(x—5)2+7, a=0. Jej wykresem jest parabola

0 wierzchotku W, = (5, 7),

Uczniowie powinni zauwazy¢, ze to przesunig¢cie zmienia warto$ci funkcji, ale zachowuje ich

X, + X
%y

rownos$¢ dla argumentow takich, ze — -

A co z uczniami, ktorzy juz opanowali t¢ wlasnos¢ funkcji kwadratowej i rozwigzali
bezbtednie zadanie 13? Tym uczniom mozemy zaproponowaé serie C¢wiczen
wykorzystujacych symetri¢ paraboli.

Zadanie 5. Uzasadnij, ze jesli X, I X, sa miejscami zerowymi funkcji kwadratowej, to

X, +X
12 2_x,.
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Rozwigzanie

X, + %, _1(—b—JK+—b—JZj_1_—_2b_ b

2 2| 2a 2a | 2 2a 2a "

Zadanie 6. Wykresem funkcji kwadratowej f jest parabola o wierzchotku W =(5,7). Jednym

z miejsc zerowych funkcji f jest liczba 1— J2. Znajdz drugie miejsce zerowe tej funkcji.
Rozwiazanie

1—\/§+x2_5
2 1

Wykorzystujemy udowodniony w zadaniu 5 wzor, wstawiajac nasze dane

stad otrzymujemy, ze X, =9+ J2.

Zadanie 7. Dana jest parabola o rownaniu y = —%(X - 5)2 +7 ipunkt A=(3,5). Oblicz pole

prostokata ABCD, ktoérego wierzchotki A i B lezg na tej paraboli, za$ wierzcholtki C i D lezg
na prostej o rOwnaniu Yy = 2.

Rozwigzanie

Zauwazamy, ze odcinek AB jest rownolegly do osi Ox. Znajdujemy pierwszg wspotrzedng

punktu B ze znanego juz wzoru: 3+2XB =5,stad B= (7, 5). Punkt C lezy pod punktem B na
podanej prostej, wigc C=(7,2), analogicznie D=(3,2). Pole prostokgta jest rowne
P=4.3=12.

Warto zwroci¢ uwage na to, ze istnieja inne (dluzsze) sposoby znalezienia pierwszej
wspotrzednej punktu B. Mozemy np. utozy¢ rdwnanie —%(X - 5)2 +7=5, czyli (X—5)2 =4,

a stad x =3 lub x =7. Jedna ze znalezionych liczb to pierwsza wspotrzedna znanego punktu
A, druga jest wspoirzedng punktu B.

Zadanie 8. Dana jest parabola bgdaca wykresem funkcji f(X)z—%(X—S)2 +8 i punkt

A= (X, f (X)), gdzie x >5. Rozpatrujemy wszystkie prostokaty ABCD, ktorych wierzchotki

A i B o dodatnich wspoétrzednych leza na tej paraboli, zas wierzchotki C i D leza na osi OX.
Przedstaw pole prostokata ABCD jako funkcje zmiennej pierwszej wspotrzednej punktu A
I wyznacz jej dziedzing.

Rozwiazanie
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Znajdujemy punkty przeciecia paraboli z osig OX rozwigzujac réwnanie —%(X - 5)2 +8=0.

(x-5)" =16
X—-5=4lubx-5=-4
x=91lub x=1

Zatem dziedzing funkcji opisujacej pole prostokata jest przedziat (5, 9) .

1
Punkt A= ( X, — E(X — 5)2 + 8), wyznaczamy pierwsza wspotrzedng punktu B: X+

B= (10 - X, — %(x - 5)2 + 8) oraz pozostatych punktow: C =(10—x, 0), D=(x, 0).

Obliczamy dhugosci bokow prostokata |AB|=[10—x — x| =10 - 2x| = 2x —10,

1

BC|=|-L(x—-5)2+8-0/=—Z(x_5) +8.
2 2

Stosujemy wzor na pole prostokata i otrzymujemy funkcje, ktora przedstawia zaleznos¢ pola
prostokata od pierwszej wspohrzgdnej punktu A: P(Xx)=-(x-— 5)3 +16(x—5), gdzie
5<x<9.

Kolejne zadanie (mozliwe do zrealizowania tylko na etapie rozszerzonym) to polecenie
wyznaczenia wierzchotkéw prostokata ABCD, ktorego pole jest najwicksze.

Zadanie 9. Dana jest parabola o réwnaniu y=-x*+10x—-9. Rozpatrujemy wszystkie

prostokaty, ktorych dwa sasiednie wierzchotki o dodatnich wspoirzgdnych leza na tej
paraboli, za§ dwa pozostate wierzchotki leza na osi Ox. Wyznacz wspoirzedne wierzchotkow
tego z prostokatéw o podanej wtasnosci, ktory ma najwigksze pole. Oblicz to pole.

Rozwigzanie
Parabola jest wykresem funkcji kwadratowej f(x):—x2+10x—9. Wyznaczamy punkty

przecigcia paraboli z osig OX oraz pierwsza wspotrzedng jej wierzchotka:
~x*+10x-9=0

~X*+X+9x-9=0

—x(x-1)+9(x-1)=0

—(x—1)(x—9) =0 stad otrzymujemy x, =1, x,=9, X, = - =T=5’

Przyjmujemy, ze jednym z wierzchotkoéw prostokata jest punkt A= (X, —X* +10x — 9) , gdzie
5<x<9. Wtedy pozostate wierzchotki prostokata to: B= (10 —X, =X +10x — 9) ,
C=(10-x, 0) i D=(x, 0).

Obliczamy dtugosci bokow prostokata:
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| AB| =10 - 2x| = 2x~10, |CB| =|-X* +10x - 9—0| = —x* +10x -9
oraz pole P(x)=(2x—10)(-x*+10x—9).
Zapisujemy pole prostokata w postaci P(x)=-2x°+30x>—118x+90, 5<x<9. W celu

wyznaczenia najwigkszej wartosci funkcji stosujemy rachunek pochodnych.

Obliczamy pochodng funkcji P: P'(x) = —6x* + 60x —118.

P'(x)=0dla x=5—%\/§ lub x:5+%\/§.

Uwzgledniajac podany przedzial wybieramy X =5+ %\/é .

P'(x)>0dla5< x<5+%\/§ oraz P'(x)<0 dla 5+%\/§< x<9.

Z analizy znakow pochodnej w dziedzinie funkcji wynika, ze dla x = 5+g\/§ funkcja pola

przyjmuje maksimum lokalne, ktore jest jednoczes$nie najwigksza warto$cia tej funkceji.

Wyznaczamy wspotrzedne wierzchotkdow prostokata o najwiekszym polu:

f(5+%\/§J=—(5+ij2 +10(5+ij—9=§,

V3 V3 3
Zatem
A:(5+%«/§, %j B:(s—%\/& 3—32] cz(s—gﬁ, oj, D:(5+%\/§, oj.

Pole prostokata jest rowne P = g\/g . 3—32 = %\@ .
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